Chapitre 7

- PROBABILITES (1/2) :
Succession d’épreuves indépendantes — Loi binomiale

I — Succession d’épreuves indépendantes

1) Univers et issues d’une succession d’épreuves

DEeFINITION (Rappel) :

la seconde.

Deux épreuves successives sont indépendantes lorsque le résultat de la premiére n'influe pas sur le résultat de

DEFINITION :

Lorsqu'une expérience aléatoire se conipose d'une succession de n épreuves indépendantes E, E,, Es, ...
I'univers des issues possibles est le produit cartésien 2, X 2, X 23 X ... X £,, ot £; désigne I'univers de
I'épreuve E; pour i allant de 1 a n.

Une issue de la succession d'épreuves est donc un n-uplet (i,1,,is, ..., i) ol I, est une issue de E,,.

’ En:

Remarque :

On représente cette situation par un arbre dans lequel un chemin correspond a une issue.

2) Calcul de probabilités

PROPRIETE (admise):

Lors d’une succession de n épreuves indépendantes, la probabilité d'une issue (i, iy, is, ..., i,,) est égale
D" . |
Lt F-"r:‘c.}w".\’.. Cig_,,g, o5 {)Cz,b@,\:z.. e, .C‘ﬁf_ e ;—;uw ne.. CZ& AADC@A. .. .c‘-(fu. 0 U){?{]e}/‘ ..........

Exemple : On considére 1’expérience aléatoire qui consiste a lancer un dé tétraédrique
équilibré dont les quatre sommets sont numérotés 1, 2, 3. 4 puis a tirer au
hasard un jeton d'un sac contenant un jeton A et deux jetons B.

La loi de probabilité de cette 1° épreuve est résumée dans le tableau ci-dessous -

Issue 1 2 3 4
. it % =L . =
Probabilité e » = ”

L'univers de seconde épreuve est . {0.,.7. ALY
La loi de probabilité de cette 2°% épreuve est résumée dans le tableau ci-dessous :

Issue A
Probabilite | 2~ | 2
3 >

La réalisation de la premiére épreuve n'a aucune influence sur la réalisation de la 2"% donc

sk P@. e, Eptetwes. . Aok, .c“?:.bjp.f?rac;.{anizi

-
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L univers £ de la succession des deux expériences précédentes est le produit cartésien des
univers des expériences :
Q= LHA NN BN ZRLER 0 Dt Y8R s s s swessmv s vnesn rnanns

On peut représenter la situation a 1’aide d’un arbre pondéré :

Par exemple :
A = gil
P(1;A)= 2334 .. P(3;4)= .24 % P(1;B)= 553107

D’ou la loi de probabilité de la succession de ces deux épreuves indépendantes :

Issue (1;4A) | (1;B) | 2;4) | 2:B) |(3;4) | (3;B) | (4:4) | (4;B)

Probabilité | = 1z P - | = <

II — Epreuve, loi et schéma de Bernoulli

Histoire des mathématiques

Jacques Bernoulli (1654 — 1705) est un mathématicien suisse célébre pour ses travaux en
probabilités et leurs applications a I’économie et aux questions sociales.

1) Epreuve de Bernoulli

DEFINITION :
Soit p un réel compris entre 0 et 1. On appelle épreuve de Bernoulli de paramétre p toute expérience

aléatoire ...C.!dmgﬁ?&qk..ﬁfk.ﬁc.l;men,.’...t:.lf'«{.\...Q«y,auﬁ&.._‘..;.’ < I ..C"'l&-ﬁ'!...fok..ﬁ.’b.\av ..............

o Rintgpll s S lonl. o oubi Lo

................ O O e S

- //E/;./}'q— ..... “ﬂn?“{.ﬁﬂﬁgfﬁ"ﬁ}‘ec E‘. Cé"!]’/é‘ﬂ?m)";é&%ﬁﬂ’{_ao‘
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Exemples . = Lors du lancer d’une piéce de monnaie équilibrée, on appelle succés le fait d’obtenir Pile.
A
C’est une épreuve de Bernoulli de paramétre ... PoatoreBrinsannonn
= Lors du lancer d'un dé équilibré a six faces, on appelle succés le fait d’obtenir 4.
+

C’est une épreuve de Bernoulli de paramétre ... ¢..............

Application : Une classe de Terminale compte 34 éléves dont 16 gargons.
On choisit au hasard la fiche d'un éléve et on observe s’il s’agit d une fille.
Reconnaitre une épreuve de Bernoulli, définir le succes, 1’échec et donner son paramétre.

74
..E.bmaf...c.a....\mm/....:,,.. _.-,.fl....././.'c:q..z@x.«;...»s!f...a-m...'.’ T I .-Lfm,,,ﬂé ..............

e % ..... PO t‘ Ya.. ?Q‘,L ke .Gv.‘(fz.i y .f(.’%?t%w B

~ C j

..... ﬁfil'«’{' ﬁéﬂpl;@yaeﬁ_,@//f/njc%qai
. e 1 F - - p

p())—"fg'_‘ ..... Ty or Brmas 4"./4-11.(-‘...{1...‘.\ZC:’:...‘.'f.f...{.‘.“ék...ﬁx«..ht-vﬂ.qn.r.c.:ﬁ.".‘ ..............

"”b‘)""f‘”"(’Lné‘?‘v"ﬂeLJ—’ow‘—w ...... “::E;__ ........................................

2) Loi de Bernoulli

DEFINITION :
On considere une épreuve de Bernoulli de paramétre p. *i 0 1
La variable aléatoire X qui prend la valeur 1 en cas de succés PX=x;) |1-p P

et 0 en cas d’échec suit la loi présentée dans le tableau ci-contre,

Exemple : Une urne contient dix boules indiscernables au toucher -
5 bleues, 2 jaunes et 3 rouges.
On tire une boule au hasard et on note sa couleur.

Cette expérience a trois issues mais on peut considérer qu'il s'agit d'une épreuve de Bernoulli en
prenant par exemple pour succes S : «Tirer une boule rouge» et pour échec S : «Tirer une boule
bleu ou jaune».

Les boules sont indiscernables au toucher, donc on est .¢\&ns... cer.. 2.k ol gec Bl
“yier N - - 2

La probabilité du succés de I'épreuve de Bernoulli est pz.iz.......coee .

La loi de Bernoulli associée est de parameétre p = 7z et est présentée dans le tableau ci-dessous

X o 4
PE=x)| & | %
PROPRIETES :
Si X est une variable aléatoire qui suit la loi de Bernoulli de paramétre p alors :
» Lespérancede X est:.F.(X)=.0..........c........
= Lavariance de X est : .\/[%X) =, @ (Ap).......

= Lécart-type de X est: .0( X)) =.

Terniinale Spé Maths — Chapitre 7 3 Année scolaire 2022/2023




Démonstration: | E(X)=(1-p)x0+pXx1l=p

V) =(1-p)x (0—E@)) +px (1 -EX))’
=(1-p)xp*+px(1-p)°
=p(1-p)p+(1-p)

V(X)=p(1-p)

a(X) = V(X)) =/p(1-p)

3) Schéma de Bernoulli

- DEFINITIONS :
- Soit p un réel compris entre 0 et 1 et n un entier naturel non nul.

- = Lorsqu’on répéte n fois de fagon indéqpendmﬁe une méme épreuve de Bernoulli de parametre p,

on définit un ..schéoe .. e beanelle de  pemodda. 0.2l p-

.......................................................................................

= Une issue de cette expérience aléatoire est une liste de n lettres prises parmi S et S, du type :
{5.55,..5).

n lettres
= L'univers de cette expérience aléatoire est donc 2 = {S; S}*.

Exemple : On répéte deux fois I’expérience de ["exemple précédent en notant a chaque fois la couleur de
la boule tirée avant de la replacer dans ['urne.
Le fait de replacer la boule dans ['urne assure que les tirages sont identiques et indépendants.
La répétition, deux fois, de cette méme épreuve de Bernoulli constitue donc
TS ORI ) Sy ;éf..:;-@g....p:mm%: R Rl o
qui peut étre représenté par l'arbre pondére ci-dessous :

1'“ épreuve  2°épreuve

.....................

03_— 5
G <
03 .~ i R
/ 07 5
o
B, 03§
V<
"-.._‘_\ _
07 ™~ S

Application : Alex essaie trois fois de suite d’atteindre une cible a I’aide d’une arbalete.
On estime qu’elle atteint la cible dans 65 % des cas et on suppose que les tirs sonf indépendants.
a) Associer une épreuve de Bernoulli a chaque tir et donner la probabilité du succes S.
b) Expliquer pourquoi on peut associer un schéma de Bernoulli a cette situation, puis préciser
les parametres de ce schéma de Bernoulli.
¢) Représenter ce schéma par un arbre pondére.

0 O R SOS ANSN) * AR Ao olen dia it ek BATER D
?fJuc.dgg[-\él.unq)gfhmiﬂéﬁ)\zléﬁl,o—éag ..................
.............. f)‘;[LucYLAhJLftf@d[&bLiZKM-Fq?#L{{J: ?.,a.'::Q.f.?,.S...,............
...... D.(.‘I’Z’.C....CJ’?.’-?»{....LL.’L...:C.}.'_. L-/.rz...f.f’.‘!—‘,-f.v-c'..df-‘....j’}:‘inua.%..(}e&...f.qu.mhﬁ,...f) ZET
...L.)...Q.l,‘é....'.‘?.F‘.iww....4@:{....??:@’./.\:%{.}.(‘}...'?'.’....‘*f’ﬁr’rf;.!-.i....3.]4).@..é..égﬂq..fehl}%w..z.l./....
T .Pmcﬂx‘fr-. ..... sadz....’;‘.L.Z.c.-.&a-h....f.ﬁ\c..é‘éc:r.a...‘,a...S?:’L«.‘m..Ak.....Bmoou.@‘..c;k .........
..... Fc@mlz...ﬂr. h'fp*él‘rd R T R
Terminale Spé Maths — Chapitre 7 4 Amnnée scolaire 2022/2023



ITT — Loi binomiale

1) Loi du nombre de succes

DEFINITION :

On considere un schéma de Bernoulli de paramétres n et p et X la variable aléatoire comptant le nombre de
[ r ) .

succeés obtenus dans ce schéma. On dit que X ..’.ué"i.\.'...ip.ﬁ.%...})a.c:...B&QQ.m;.r.~.-Gt..(.C‘.’v.’...!I.f:t:__{‘.['.'f....O.ﬂ’nbf.....';.]:Q............

.xagw) Q,{:ff‘...FJ&:‘[;:’?{‘.‘.&?E..,!T}.&JC..P...)....C:".r}....Q&.....ﬂélt:(_,‘...[_:b;(.()._a-n‘f).) ...............................................

Remarque : La variable aléatoire X prend donc toutes les valeurs entiéres comprises entre 0 (aucun succés)
et n (uniquement des sucees). X< Jo: ¥i

Exemple : On tire au hasard, successivement et avec remise, quatre cartes d’un jeu de 32 cartes.
Soit X la variable aléatoire comptant le nombre de cceug obtenus.

Justifier que X suit une loi binomiale dont on précisera les paramétres.

T?“’-f)f T Gl e, %’*”@W@( &Y v, Gt X, ale.. .Ek’ﬂho#f:/j'. e,
S e L Pa Cafe . el wa . Cecu, H Lele.. gm\pak;.&k'. . p”gf .................................
! G“ i t{?&t . .oryaﬁ:. ..Pam. celle. ATt e mandgz. . ieles Lf«f.n.«...?.!’.w&&.,wﬁcfcn-(.‘: ..... Qo......
a5 x’).tﬁfg‘ﬂ.f. g2 r‘c:m.mc\_j . Jps-”d—méltrf\ sehima. .. ck...%mz’?&.’. .a&...ﬁ:w@?é.fi.
Dbk gl o vacihbe. 685t K conylint, o oorshie. b et
ik o o ol LT N e

....................................................................................................................
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2) Meéthodes de calcul des coefficients binomiaux

a) Coefficients binomiaux

. DEFINITION :

- On considére un schéma de Bernoulli formé de n épreuves répétées et k un entier naturel tel que 0 < k < n.
: 5 ny . o3 . .

. On appelle coefficient binomial et on note ( k) (lire «combinaison de k parmi n» ou «k parmi n»)

L .C.?K.‘Q:..mw.\:%-..C.‘f‘:’-.c....".tlm«tn..r:&.g:a.slf...K.Mcgc}s..fcxma.;‘&..n..@ﬁ:»;_..«m.& .............................

Exemples: A l'aide de I’arbre ci-contre, calculer (g)

(g) est Q noihe. . de. .chenas, cue Piaca).. eeueknoa.......
.éscu.@'a»..pc:m...%; .Y?..e—p.r*.z‘./.v.f./s. ........... donc (g) = 6

e De méme donner la valeur de (3) , (i) , (g) et (i)

On cherche les chemins réalisant . & &eccfxo s, .. .. aeccccis. Poris

: Y
Q.(a{e;j?..mma@»n(é' :J{ ......................................
On cherche les chemins réalisant Lo P A P s
Q.g‘“? y @.«ﬁ,....f{.(;'?o.!.(-u ..... :f ): Lf ......................................

On cherche les chemins réalisant /o ez om. .. Do o Cotor s francrn.

‘ . ' /g

. ék . S ——— .f;:.lt.‘-m : .(. i )= ‘7 .......................................

On cherche les chemins réalisant . &4 . k... 2. SEAL o
« i 5l

&LL XP@—A&Q ..... f.ﬁz:;::'{-...(.i.]. ‘4 ..........................................

b) Propriétés des coefficients binomiaux

PROPRIETES :
Soient n et k deux entiers naturels.

e Par convention, (g) =1

: : - . . n
o llexiste ... )........ chemin dans I’arbre réalisant 0 succés parmi n épreuves donc (0) =1
o [lexiste .....\2....... chemins dans I'arbre réalisant 1 succeés parmi n épreuves donc (1) = .
e ]l existe ... B chemin dans I’arbre réalisant n succés parmi n épreuves donc (n) —n
¢) Calculs des coefficients binomiaux
- DEFINITION :
- n est un entier naturel tel que n > 1.
- On appelle factorielle n et on note n! &\.‘CQWLQP PN 230 N oV NSV o S S-S W
: N
AT E T e
K=
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| 2.0 170) [k D - R (0 > LU
o5
1000 =L LK

1 =.4.

0! = 1 par convention

PROPRIETE :
Soient n et p det

1X entiers naturels tels que p < n,ona.:

Exemple : -

Pour calculer ces nombres a la main, on utilise la formule précédente.

p, 61 _ Sx6 3o e
(g)=%%f%“§;?‘z' ..... s e S A

On peut aussi utiliser la calculatrice :

Sur TI-83 Premium CE :
tests A EEaRTE pﬁced v

6

Autre possibilité :

foodoe G 3§ = précéd Ls v H L2 Z  pricéd

Remarque : D’autres propriétés relatives aux coefficients binomiaux seront étudiées ultérieurement.

3) Calcul d’une probabilité dans le cadre d’une loi binomiale

PROPRIETE :

Soit X une variable aléatoire suivant la loi binomiale B(n ; p).

A . , ) n ) P N -K,
R’JL - [:L"Y.'fbmh‘t_ alimar: \oa\w\t\u}’\ C(’g/—zu.& LY " PUX= k) :(3() an?((,fﬁ"h \ .............................. {

Démonstration
au programine :

Les n épreuves répétées sont identiques et indépendantes donc un chemin de l'arbre
réalisant k succes de probabilité p et n — k échecs de probabilité 1 — p. conduit a une
issue dont la probabilité est donnée par p* (1 - p) -k,

Comptons le nombre de chemins réalisant k succes : Niveau Niveau Niveau
Un chemin peut étre représenté par une succession de n cases ol 1 * " .
l'on inscrit S ou S. s g
Le nombre de chemins avec k succes est le nombre de choix de P

k cases parmi n ou I'on inscrit la lettre S. Ces choix sont les “~ £ _—S 5
combinaisons de k positions parmi n (pas de répétition et pas J 3
d'ordre).

Ily adonc (Z) chemins réalisant k succes donc P(X = k) = (Z) p¥ x(1-p)n-k
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Ao

PROPRIETE :

Si X est une variable aléatoire qui suit la loi de Bernoulli de paramétre p alors :
-
= L’espérance de X est : t’(k)‘np .................................

= Lavaiiance de X est : . N (&) =00 Lp o
= L’écart-type de X est: SCX)': n.p(:{:p

Exemple : Reprenons I’exemple précédent. On a justifié que la variable aléatoire X, donnant le nombre
total de cceurs obtenus, suit la loi binomiale B(4; i).

On donmnera les résultats sous forme de fraction irréductible.

1. Déterminer la loi de probabilité de X.

...Q&é.?ﬂ?@kﬂ.&@;ﬂk .?.L‘:-'...X..Ac;.ai’ s s Ao 7o ’EJLL,

dev e S p v ey Ty

) ; Y 4

B e T )1 e ) O 1 =S
Pz L&) Al 3:"{«1"7’;"’1,«,—‘? < S
P2 ) (N R ) s bn 2.

...........................................................................................

La loi de probabilité de X est résumeée dans le tableau ci-dessous :

k 0 1 2 3 4
_ 71 27 =3 3 A
P(X = k) Sec —‘g—q— 124 ol 25€

2. Quelle est la probabilité pour qu’exactement trois cartes soient des coeurs ?
- o - ’S .
P[rt'l)‘g‘q ........ P&....{Q{b‘bﬂ‘.\ltgig...F@Mﬂ..?.u..fm&oﬁ-.ﬁmo_’....hbﬁm...‘;dﬁh%...&“.'.l'.é.")"k...
>

3. Quelle est la probabilité pour qu’au moins ['une des cartes soit un cceur ?

P(X>4) = 4- P(X=0)= 1- &% - 7S

............................................................... a.ssgé
....P&,...Ps:.zz\aklzé.éf(};..-‘o@.«(... VMVmUL?&‘P{J%L/é“;L@{uMPdrUA

4. Quelle est la probabilité pour qu’au plus deux cartes ioient un ceeur ?
= 3 - 24
RS AR { CCEVE (B TL DI el xS

PLL.‘FN\OMLJ;_&"\:F‘}#(-?MWFQ/& D‘Jf—b'/\i ceclonm.... onenll o

_ -« 24h3
ﬁﬁ&ur@&\”‘z"\\ﬁaﬂ(.@/ggé ..................................................................................
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5. Calculer P(X > 2) puis P(X < 2)

é" ; V&MHLQ}:LJ@meo—h’(mrpraf-‘fﬂ *ﬂarg;x._{ ...............
..... L. .. Lebf‘)jm»—‘(vmi""—&&/q&;/@*{bﬁfﬂ

Remarque : On peut représenter graphiquement une loi binomiale par un diagramme en batons en mettant -
- en abscisse les valeurs prises par la variable aléatoire (soit les valeurs k de X)
- et en ordonnée les probabilités correspondantes (soit les valeurs de P(X = k)).

Par exemple la loi binomiale B(10; 0,6) est représentée par le diagramme en batons ci-dessous -

3 ~,1 2 % 4 5 =K
r = n
e ST
KITV K K~A 171 — ! 2 é%jéij} (K/
015 NTET D)
v 0,11 I TATOR)
¢ ' s co¥edis g S=p 105 7
0,054 4 i e
n ) X
\y N ﬂ"( 0 T Ay ¢ oL T T T T T £
(ab) = > (1 )% 012345678910

Mewton ©
4) Calculatrice et loi binomiale

1l 5°agit de calculer directement des probabilités de la forme P(X = k) ou P(X < k) ot X suit une loi
binomiale, a I’aide d’une calculatrice.

a) Probabilité P(X = k)

Retrouvons la valeur de P(X = 3) ou X suit la loi binomiale B(4; E) calculée dans I’exemple précédent.
Sur TI-83 Premium CE :

distrih
Etape I | On accede au menu distrib en appuyant successivement sur les touches puis | i

On sélectionne A:binomFdP dans le menu ci-contre BYISHED DESSIN

9TFFdr(
Etape 2 0:FFRéR(
EBbinomFde(
Bi:binomFRépr{

On obtient le menu ci-contre dans lequel on rentre dans ["ordre - -
& i aiia norekcssais:
Etape3 | n(ici4), p (ici 0.25) et k (ici 3) p:0.25
: . . . valeur de x:3
puis on valide en sélectionnant coller. Collar

binomFde(4.0.25,3) est affiché a I'écran, on le valide avec la touche oo pour afficher la
Ehped ilité 5 b Fde(4,0.25,2)
probabilité cherchée : PinomFdpi4.9.20,
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b) Probabilité P(X < k)

Retrouvons la valeur de P(X < 2) ou X suit la loi binomiale B(4; i-) calculée dans I'exemple précédent.

On procéde de fagon analogue mais a I’étape 2, on sélectionne B : binomFRep(
A I’étape 4, on obtient alors :  binomFRér(4,@.25,2)

.....................................................

¢) Exemple

On considére la variable aléatoire X qui suit la loi binomiale de parametres n = 50 et p = 0,23.
Calculer a I'aide de la calculatrice : P(X < 12) ,P(X = 4) et P(5 < X < 8).

PLA2Y)224-PIXSE)Z 0986 e

P(S<XS8) = PIXLA) . PIXST)E O MO . e,

IV — Utiliser la loi binomiale pour résoudre un probléme de seuil ou d’intervalle

1) Détermination d’une valeur correspondant a un seuil

On considére un nombre réel a appartenant a l'intervalle [0 ; 1].

Principe : Déterminer la valeur a partir de laquelle la probabilité cumulée dépasse un seuil e consiste a

trouver la plus petite valeur de k tel que P(X < k) = a.

Exemple : Dans une chaine de production pharmaceutique, la proportion de gelules non
commercialisables en sortie de chaine est 3%. Soit X la variable aléatoire qui, a chaque
échantillon de 200 gélules, associef le nombre de gélules non commercialisables.

1. Quelle est la loi suivie par X ?
2. A l'aide d'une calculatrice, déterminer le plus petit entier b tel que P(X € [0;b]) = 0,9 ;
3. Interpréter le résultat précédent.

1. ..wa?m:.Mt‘e.-..g\.é.g.e«.x..m..b.m-a.a;f...@(\C . € vb&—‘:&Bk’mz_va‘f
. o imeam de .. succin... .PC,(....g.éfzz.&..ﬂ.w\’..?m..ﬁ&(’mfrcb.ﬁ}uﬂoég N C&ip“pb‘)?-‘&lfpﬁﬁ .
o ot T b ol e el ot srire . Poradl
alle; "—'F'Q'ﬂtci—(?,_« ...... (A S L O ¢n.. 2o Ctlan. ... Condbivs. ... v edie.. CAL L Decan e

d“L lhb-\.?g\- I&L::.'/-h_illl‘
-'u‘.ay‘:.di..l:.‘ er
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2. Comme P(X € [0;b]) = P(X < D). on construit la table des valeurs P(X < k)

Sur TI-83 Premium CE :

9 et dans Y1 saisic binomFRéP (200, 0. 83, X)
Etape 1

suivi de ==t

X Y1
5.0023

60,0162
8.0593
6.1472
8.281

8.4432
6.6063
B.7461
0.850Y

_ £.9192
10 .9599

o ond '=;1: oy
Choisir alors :
s afficher :

pour voir le tableau de valeurs

Etape 2

DNV IWN -

OQQ’K%‘?Q/A({L?fnﬁn_l,.f?q"‘/’ﬁff*-fjp( Kﬁ@)ggpd@rﬁ“ .......

3. .. /40' BPa TS j:U Fe A L Gr lhé’.d:‘.t.l.—‘.g{‘t sk Z.C.’Z.»‘... (jl’f(@g{z} ...... <Paliemzak........
o ﬁ,—mam.&dﬁ. o 40 e Sé’&pr.‘—.&. .. .‘Gc.a:v.:...f.-'.;'cfrv.’:c..‘o.é'-:».ui?lz.; ................................................. .

Remarque :
Pour un tableau de valeurs de P(X = k), on procéde de fagon analogue en utilisant I'instruction binomFdp

2) Détermination d’un intervalle

Principe : Déterminer un intervalle de probabilité supérieure a a consiste a trouver deux nombres entiers a
etbtelsque:0<a<b<netPlasX<b)>«a

Exemple : On s'intéresse a la proportion de faces marquées 1 obtenue quand on lance un dé tétraédrique
bien équilibré (dont les faces sont numérotées 1.2 .3 4).
Soit Y la variable aléatoire qui, a chaque série de 100 lancers, associe le nombre de 1 obtenus.
1. Quelle lo1suit Y ?
2. Déterminer les entiers a et b tels que :
e qest le plus petit entier tel que P(Y < a) > 0,025
e et b est le plus petit entier tel que P(Y < b) = 0,975.
3. En déduire un intervalle / tel que P(Y € I) = 0,95. Interpréter ce résultat.

..L(}na@(‘. uo,. ok Ife,\:’:cfpin—-f/hf baza, R plo,z LGl s epgrae. e Vhano .,ﬂzb o
w -~ A

Pe sccin. .o AN, el & F’bﬂ’\wlméct‘iw‘ ............................................
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Chapitre 14 PROBABILITES (2/2) :
Variables aléatoires et loi des grands nombres

I - Transformations de variables aléatoires
1) Transformation affine

DEFINITION :

Soit X une variable aléatoire. Soient a et b deux nombres réels.

On note x4; x5; -+; x,, les valeurs prises par X. La variable aléatoire Y définie par ¥ = aX + b est la variable
aléatoire qui prend pour valeurs les réels y; = ax; + b pour i allant de 1 4 n.

PROPRIETE :

Soit X une variable aléatoire et Y la variable aléatoire définie par Y = aX + b, ol a et b sont deux nombres
réels.

L’espérancede Yest: E(Y) = E(aX +b) =aEX)+ b

La variance de Y est : V(Y) = V(aX + b) = a?V(X)

Cette propriété est admise.

Exemple :  Soit X une variable aléatoire qui suit la loi binomiale de paramétresn = 2 etp = 0,2 et
soitY = 4X — 0,6.
Ona:
EX)=np=2x%x02=04
etV(X) =np(1-p)=2x%0,2%0,8=0,32
On a alors :
E(Y)=E(4X—-06)=4E(X)—06=4%x04—-06=1
V(Y)=V(4X —0,6) = 42V(X) =16 X 0,32 = 5,12

Application Une salle de sport propose trois salles d'entrainement : la salle FIT, la salle STRONG et la salle
ZEN. On ne peut s'inscrire que dans une seule des salles, mais on peut disposer en plus de
séances de coaching personnalisé.

- Parmi les 500 adhérents, 225 sont inscrits a la salle FIT, 60 a la salle ZEN et les autres a la
salle STRONG.

- Parmi les utilisateurs de la salle FIT, 9 sont inscrits au coaching, comme 43 des utilisateurs
de la salle STRONG et 48 de la salle ZEN.

- Les tarifs mensuels de ’abonnement sont les suivants : 60€ pour la salle FIT ; 40€ pour la
salle STRONG et 50€ pour la salle ZEN. Le coaching personnalisé cofite 20€
supplémentaires par mois.

On appelle X la variable aléatoire donnant le cotit mensuel, en euros, de I'abonnement d'un
adhérent choisi au hasard dans la salle de sport.

1) Etablir un tableau des effectifs décrivant la répartition des abonnés.

2) Déterminer la loi de probabilité de X.

3) Calculer E(X) et interpréter le résultat dans le contexte de I'exercice.

4) La salle propose une réduction de 10 % des tarifs avec I'achat d'une carte de fidélité de 24€
par an. En moyenne, cette promotion est-elle avantageuse pour un abonné ?
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Exemple :
Soit X la variable aléatoire qui, 4 chaque paquet de chips issu d’une chaine de production, associe sa masse

en grammes.
On note X; la variable aléatoire qui, & chaque lot de 3 paquets de chips, associe la masse du i-eéme paquet.
Les variables X;, X, et X5 sont indépendantes et suivent la méme loi que X, donc (X5, X5, X3) est un

échantillon de taille 3 de la loi de X.

2) Somme d’un échantillon

DEFINITION :
La variable aléatoire somme d’un échantillon de taille n de la loi de X est la variable aléatoire définie sur
I’ensemble des échantillons de taille n par §,, = X; + X, + ... + X,

PROPRIETES :
Soit §,, la variable aléatoire somme d’un échantillon de taille n de la variable aléatoire X, alors :
* E(S,) = nE(X) * V(5,) = nV(X) * 0(S,) = Vno(X)

Démonstrations : | Pour k compris entre 1 et n: E(Xy) = E(X) et V(X)) = V(X)
E(X, + X, + .. + X)) = E(X)) + E(Xp) + .. + E(Xy).
D’ou E(S,,) = nE(X).

X1, X5,..., X,, sont des variables aléatoires indépendantes, donc :
V(X + X + .+ X)) = V(X)) + V(X)) + ... + V(X,).

On en déduit : V(S,) = nV(X), et a(S,) = /nV(X) = Vn/V(X) = Vna(X).

Exemple :
Le Yam’s est un jeu dans lequel on lance cinq dés équilibrés a six faces numérotées de 1 a 6, pour obtenir

certaines combinaisons particuliéres. Pour I'une de ces combinaisons, appelée « Chance », on marque la
somme des numéros obtenus avec les cinq dés.

Déterminer I'espérance et I'écart-type du nombre de points que I'on peut ainsi obtenir.

Arrondir au centiéme si besoin.

Soit X la variable aléatoire qui donne le numéro obtenu avec un dé. Voici sa loi de probabilité :

x; 1 2 3 4 5 6

1 1 1 1 1 1

p=%) | = | =2 | = | = | = | 3
6 6 6 6 6 6

Le résultat de chaque dé est indépendant des autres, donc les variables aléatoires X, X;, X5, X4, X5 sont
indépendantes. Un lancer de cinq dés est alors un échantillon (X;, X;, X3, X4, X5) de taille 5 de la loi de
probabilité suivie par X. La variable aléatoire S5 somme de cet échantillon compte ainsi le nombre total de
points obtenus.

A 1’aide de la calculatrice, on obtient : E(X) = 3,5 et a(X) = 1,71

On en déduit que :

E(S:) =5E(X) = b x35=175

o(Ss) = V5 a(X) ~ V5 x 1,71 soit o(Ss) =~ 3,82
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3) Moyenne d’un échantillon

DEFINITION :
(X1, X5, ..., X)) est un échantillon de taille n de la loi de X.

Xi+Xz2+..+X, ﬁ
n .

La variable aléatoire moyenne de cet échantillon est la variable aléatoire M,, = e

Exemple : Si on reprend 1’exemple de la variable aléatoire X du paragraphe I11) 1) :
* La variable aléatoire S3, définie par S3 = X; + X, + X; associe 4 chaque lot sa masse en grammes.

. L X1+ X + X3 Lo
e La variable aléatoire M3 = — 3 associed chaque lot de 3 paquets la masse moyenne d’un paquet.
PROPRIETES :
Soit M,, la variable aléatoire moyenne d’un échantillon de taille n de la variable aléatoire X, alors :
V(X o(X)
+ E(M,) = E(X) v(m, = XX o(My) ===

Démonstrations : | = On sait que pour tout réel a # 0, E(aX) = aE(X).

Donc, E(M,,) = E(i-sn) = = E(Sp) = =X nE(X) = E(X).

* On sait que pour tout réel @ # 0, V(aX) = a®*V(X).

Par conséquent, V(M,,) = VG{S") = % V(S = ;1-2- xnWX) = ﬂfi‘—j

JT® _ox)

On en déduit que o(M,,) = TR "

Exemple :
Pendant la féte de I'école, Constantine a prévu de jouer 10 fois au jeu de la grenouille,

dans lequel elle peut gagner un certain nombre de points, noté X.
Voici la loi de probabilité de X.

a

0

5

10

20

50

100

P(X = a)

0,6

0,2

0,1

0,06

0,03

0,01

Déterminer 1'espérance et I'écart-type du gain moyen par partie pour une série de 10 parties.

Les 10 parties sont indépendantes les unes des autres donc elles constituent un échantillon (X;, X5,... , X;0)

de taille 10 de la loi de probabilité de X.

La variable aléatoire M,, moyenne de cet échantillon modélise alors le gain moyen. L gain m;y ?nxpaiparie:s“
A l'aide de la calculatrice. on obtient : — 0 =
E(X)=57eto(X) = 13,47 Cest-a-dire M,,.

o(X) 1347 )
Donc : E(Myy) =57 et a(My,) = = ~ \/% soit a(My,) = 4,26
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Il — Loi des grands nombres

1) Inégalité de Bienaymé-Tchebychev

La principale interprétation de 1’écart type o réside dans le fait que les écarts avec I’espérance sont de I’ordre
de 0. L’inégalité de Bienaymé-Tchebychev précise cette idée.

PROPRIETE :
Soit X une variable aléatoire. Pour tout réel § strictement positif, on a :

P(X ~ EDI 2 8) < 22

Cette propriété est admise

Interprétation : La probabilité que les valeurs prises par X s’écartent d’au moins § de I’espérance E(X) est
d'autant plus petite que & est grand.

}hstoue des mathématiques

Irénée-Jules Bienaymé (1796 — 1878) est un mathématicien frangais qui a énoncé cette inégalité
en 1853. Mais c’est Pafnouti Tchebychev (1821 — 1894), mathématicien russe, qui I’a
démontrée en 1867.

Remarques :
e 1—P(IX—EX)|28)=PE®X)—s<X<EX)+H0)
e Onditque [E(X) —&; E(X) + 5] est un intervalle de fluctuation de X.

Application :
On lance 3 600 fois une piéce de monnaie non truquée.
Soit X la variable aléatoire qui associe a cette expérience le nombre de Pile obtenus.
1. Ecrire ’inégalité de Bienaymé-Tchebychev relative a la variable X.

2. Minorer la probabilité que le nombre d’apparitions de Pile soit strictement compris entre
1600 et 2000.

€D X suit la loi binomiale de paramétres 3 600 et 0,5. Elle a pour espérance
u=3600x 0,5= 1800 et pour variance V(X)=3 600x 0,5x 0,5= 900.

On écrit alors I'inégalité de Bienaymé-Tchebychev : P([X ~1800| = 6) 98020' pour
tout réel 6 > 0.
€3 On remarque que : 11 600 ; 2 000[=]1 800 - 200 ; 1 800+ 200][.
Onaalors: X € ]1600; 2 000[ équivauta |X — 1800 < 200.
P(X €11 600;2000[)=P(|X —1800|<200)=1- P(|X - 1800 = 200).
On remplace & par 200 dans l'inégalité donnée a la question 1 :
P(lx ~1800 = 200) g 900,

900
O
2002

Ainsi 1 — P(]JX — 1800] = 200) = 1 — 0,022 5, soit P(1 600 < X < 2000) = 0,977 5.

La probabilité que le nombre d’apparitions de Pile soit strictement compris entre 1 600 et 2 000 est au
moins de 97,75 %.
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2) Inégalité de concentration

PROPRIETE :

Soit la variable aléatoire moyenne M,, d’un échantillon de taille n de la variable aléatoire X. Pour tout réel
strictement positif §, on a :
(X )

P(IM,

Cette propriété est admise

Histoire des mathématiques

C’est Jacques Bernoulli (1654 — 1705) qui publie 1’une des premiéres versions de ce résultat
dans son ouvrage posthume Ars Conjectandi en 1713. 1l le démontre dans le cas particulier de la
loi binomiale.

Application :  Utiliser ’inégalité de concentration pour définir une taille d’échantillon

On effectue n tirages successifs, avec remise, d’une boule dans une urne contenant 2 boules
rouges et 3 boules noires. On note X la variable aléatoire qui, 4 un tirage donné, associe 1 si
la boule tirée est rouge, et 0 sinon, et M,, la variable aléatoire moyenne d’un échantillon de
taille n de X.

1. Déterminer E(X) et V(X), puis écrire I’inégalité de concentration relative a M,,.
2. A partir de quel nombre de tirages peut-on garantir a plus de 95% que la proportion
de boules rouges obtenues restera strictement comprise entre 0,35 et 0,45 ?

€D X est une variable aléatoire de Bernoulli de paramétre% =0,4 donc E(X)=04 et

V(X)=0,4x (1 - 0,4)=0,24. On écrit I'inégalité de concentration relative a M,

variable aléatoire moyenne d'un échantillon de taille » de X avec u=0,4 et V=0,24:

P(IM -0,4| = 6) < 9-—8%;—, pour tout réel § = 0.

€D On cherche icile plus petit entier  tel que P(0,35 < M, < 0,45) > 0,95.
On remarque que 0,35 < M < 0,45 équivaut a lM” - 0,4/<0,05.

On veut que M, vérifie : P([M" - 0,4|< 0,05) > 0,95.

L'événement contraire de{|M, - 0,4|< 0,05} est {{Mn -0,4] = 0,05}.

Ainsi: P(|M,, - 0,4/<0,05)=1-P(|M, - 0,4 = 0,05).

Donc: P(|M, - 0,4|<0,05) > 095 équivaut a 1 - P(|M, - 0,4| = 0,05) > 095
soit P(|M,, - 0,4| = 0,05) < 0,05 (1).

L'inéqgalité de concentration avec 8= 0,05 s'écrit :

P(IMy, ~ 0,4] > 0,05) <~

. 96
. 052 , soit P(|M,, — 0,4| = 0,05) < -

96
L’inégalité (1) sera vérifiée si I’on choisit n tel que g < 0,05.

96
On en déduit : 0,05n > 96, soit n > e

96
005 =1 920, donc le nombre minimal de tirages est 1 921.
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3) Loi des grands nombres

THEOREME :
Soit la variable aléatoire moyenne M,, d’un échantillon de taille n de la variable aléatoire X. Pour tout réel

strictement positif §, on a :
lir_'r_l P(IM,—EX)|=28)=0
n—+00

Ce théoréme est admis.

Remarque : La loi des grands nombres traduit le fait que plus la taille de I’échantillon d’une variable
aléatoire X est grande, plus I’écart entre la moyenne de cet échantillon et I’espérance de la variable aléatoire

X est faible.
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